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Resumo 

Este texto compoe-se de quatro pequenas notas - independentes entre si - em que se discutem 
alguns topicos especihcos de fisica para o segundo grau e o primeiro ano universitario. 

Abstract 

This is a series of short teaching papers dealing with specihc topics in a standard hrst-year 
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I. MEDIA ARITMETICA, MEDIA HARMONICA E VELOCIDADE MEDIA 

A media aritmetica de uma serie de numeros e a soma dos numeros da serie dividida pelo 
mimero de termos da serie. Assim a media aritmetica dos numeros x% = 100, x<i = 200, 
x 3 = 300, x 4 = 400 e 

. _ x 1 +x 2 + x 3 + x 4 100 + 200 + 300 + 400 1000 ocn , T1 , 

media aritmetica = = = = 250. 1.1 

4 4 4 

Qual e a relagao entre a media aritmetica e o conceito de velocidade media? Para responder 
a essa questao, imagine um aviao cuja rota de voo tern quatro trechos, cada urn de 100 km 
de comprimento [1]. O aviao percorre o primeiro trecho com velocidade de 100 km/h, o 
segundo com velocidade de 200 km/h, o terceiro com velocidade de 300 km/h, e o quarto 
trecho com velocidade de 400 km/h. Qual e a velocidade media do aviao em sua rota? Se 
usarmos a media aritmetica, encontraremos 

, r , . , , , .. 100 km/h + 200 km/h + 300 km/h + 400 km/h nKn , „ 
Velocidade media = = 250 km/h, (1.2) 

como em ([Lip . A media aritmetica, no entanto, da um resultado errado para a velocidade 
media do aviao. Isso porque as velocidades do aviao em cada trecho do percurso, apesar de 
serem mantidas pela mesma distancia, nao sao mantidas pelo mesmo tempo de voo. Alem 
disso, a velocidade media e sempre a razao da distancia percorrida pelo tempo gasto para 
percorrer a distancia, e essa ideia nao foi usada em 1)1.2)1 . A velocidade media correta do 
aviao e calculada da seguinte maneira. 

Tempo para percorrer o primeiro trecho 1 h 

Tempo para percorrer o segundo trecho 30 minutos 

Tempo para percorrer o terceiro trecho 20 minutos 

Tempo para percorrer o quarto trecho 15 minutos 



Tempo total de percurso 2 h e 5 minutos 

O aviao entao percorre a distancia total de 400 km em 2 h 5 minutos. A velocidade media 
calculada pela definigao sera assim 

400 km 

Velocidade media = 25 = 192 km/h. (1.3) 

12 n 
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A media que acabamos de calcular da-se o nome de media harmonica. A media harmonica e 
definida como o inverse- da media aritmetica do inverso dos mimeros para os quais se deseja 
calcular a media: 

1 n 
Media harmonica = /J _ +J _ + = ~ 1 ~- O--^) 

x 1 x 2 x n 



*1 *2 



Essa e a media a ser usada em problemas que envolvem razao de variagao, como velocidades 
(quilometros por hora) e pregos (reais por diizia). Vamos usar (jl.4|) no problema do aviao 
mencionado acima. Temos 

4 4 x 1200 
Media harmonica da velocidade = — j j j j — = km/h = 192 km/h, 

lOO^p + 200^ ~*~ 300 ^ ~^ 400^ ^ 

h h h h 

como em (11.31). 



A. Exemplos 

1) Kelly Quina vai e volta de carro de Santos a Bertioga em busca de seu cachorrinho. Seu 
carro faz 16 quilometros por litro de gasolina na viagem de ida, e 12 quilometros por litro 
na viagem de volta. Calcule a media harmonica do consumo de gasolina em quilometros por 
litro. Se a distancia de Santos a Bertioga e de 60 km, verifique que a media harmonica e 
a media correta a ser calculada. Encontre a media aritmetica para comparar. Discuta seus 
resultados. 

2) O prego (em reais) da diizia de ovos por semana em certo mes e dado na tabela abaixo: 



semana 

1 

2 
3 
4 



prego 

R$ 2, 15 
R$ 2, 48 
R$ 2, 36 
R$ 2, 07 



Calcule a media aritmetica e a media harmonica do prego da diizia de ovos no mes em 
questao. Qual e o significado de cada uma delas neste exemplo? 



Bolina 



5 



3) Um motorista percorre uma estrada de comprimento d mantendo uma velocidade con- 
stante V\ por um trecho de comprimento x (x < d). Que velocidade constante deve o 
motorista manter no trecho restante da estrada para que sua velocidade media no percurso 
total seja a media aritmetica das velocidades nos dois trechos? 

4) Voce dirige seu carro por 1 quilometro subindo a serra com velocidade de 25 km/h. Que 
velocidade voce deve manter no quilometro de descida do outro lado da serra para que sua 
velocidade media no percurso total de 2 quilometros seja de 50 km/h? (Veja esse e outros 
problemas endiabrados em [2j].) 

5) Demonstre que se um carro mantem uma velocidade media v\ por certo intervalo de 
tempo, e em seguida mantem uma velocidade media Vi pelo mesmo intervalo de tempo, 
entao a velocidade media do carro no intervalo de tempo total de percurso e dada pela 
media aritmetica 

V\ + v 2 

v ™ = ^r~ ■ 

Referencias 



[1] M. J. Moroney: Facts from Figures, Penguin Books Ltd, Harmondsworth, Middlesex, 1951, pp. 
34-55. 

[2] E. P. Northrop, Riddles in Mathematics, D. Van Nostrand Company, Inc. 1944 pp. 11-14. 
(Tradugao portuguesa de H. Silva Horta entitulada Curiosidades da Matemdtica, Editora 
Ulisseia, Lisboa.) 



Sao doze horas. A que horas voce pretende terminar esse problema? - Logo que os dois ponteiros 
estiverem separados e em linha reta! A que horas estara terminado o problema? (Mello e Souza, 
Diabruras da Matematica, Editora Getulio Costa, 1943, p. 187.) 
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II. O MOVIMENTO UNIFORMEMENTE ACELERADO 

movimento acelerado mais simples e o movimento unidimensional com aceleragao con- 
stante. As equag5es que descrevem esse movimento sao bem conhecidas. O deslocamento 
de urn corpo que se move com aceleragao constante a e uma fungao do tempo t dada por 

s = Vo t + -at 2 , (11.5) 

sendo que v e a velocidade inicial do corpo. Ha uma maneira de obter a equagao ()II.5|) a 
partir da aproximagao do movimento acelerado por uma sequencia de movimentos uniformes 
em intervalos de tempo muito curtos. 

O processo se assemelha ao problema do calculo de encontrar a area sob uma curva dada pela 
soma de areas de retangulos, sendo essa soma uma aproximagao para a area dada quando 
os retangulos se tornam cada vez menores. 

Seja um corpo que se move com velocidade inicial vo e aceleragao constante a, e suponha ser 
s o deslocamento do corpo em certo intervalo de tempo t. Esse movimento uniformemente 
acelerado pode ser aproximado por movimentos uniformes da seguinte maneira. Imagine 
que o intervalo de tempo t seja dividido em certo mimero inteiro n de sub intervalos de 
tempo de duragao igual a -, e que em cada um desses subintervalos a velocidade do corpo 
seja constante. A situagao e ilustrada na FIGURA ^ Assim, o movimento acelerado e 
aproximado por n movimentos uniformes nos seguintes subintervalos de tempo: 

t t 2t 2t 3t (n - l)t nt 

()<-►-, -<-►—, — <-> — , • • <-> — • 

n n n n n n n 

Para imitar um movimento acelerado, no entanto, vamos supor que a velocidade do corpo 
varie instantaneamente no final de cada subintervalo de tempo. Como a aceleragao do movi- 
mento que se quer aproximar e constante, vamos impor que haja um incremento constante 
de velocidade igual a — ao cabo de cada subintervalo de tempo. Assim, as velocidades do 
corpo em cada subintervalo de tempo serao iguais a 

at 2at (n — l)at 
vo, vo H , vo H , ... vo H . 

n n n 

Como a sequencia de movimentos uniformes e para ser uma aproximagao ao movimento 
acelerado do corpo, o deslocamento s no movimento acelerado deve ser aproximado pela 
soma dos n deslocamentos do corpo em cada um dos n subintervalos de tempo. Sej 
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n n — g — n 

Figura 1: A aproximagao de um movimento uniformemente acelerado por 
uma sequencia de movimentos uniformes em intervalos de tempo de mesma 
duragao. Como a velocidade do corpo varia ao cabo de cada subintervalo, 
os sucessivos deslocamentos do corpo aumentam ou diminuem conforme a 
aceleragao e positiva ou negativa. 



soma. Sendo a velocidade constante em cada subintervalo, s n e simplesmente o produto da 
velocidade do corpo pela duragao do subintervalo de tempo. Disso vem que s n e 

t ( ot\ t ( 2at\ t ( (n-l)at\ t 

Sn=V h [Vq H + [Vq H )- + ...+ \Vo + 



n \ n J n \ n / n \ n ) n 

A simplificagao da expressao acima nos leva a 

at 2 

s n = v t + — (l + 2 + 3 + ... + n-l). (II.6) 

rr 



O termo entre parenteses em ()11.6|) e a soma aritmetica dos n— 1 primeiros numeros inteiros. 
A formula para essa soma e 

n(n — 1) 



1 + 2 + 3 + .. . + n-l 
Portanto, s n fica 



at 2 n(n — 1) 1 9 /_ 1 \ , , _ 



Como estao s e s n relacionados? Se fizermos n cada vez maior, o movimento acelerado 
sera aproximado por um numero cada vez maior de movimentos uniformes, cada um deles 
ocorrendo em subintervalos de tempo cada vez menores (iguais at/n). Assim, a variagao da 
velocidade que ocorre entre subintervalos vai se aproximar cada vez mais de uma variagao 
continua de velocidade. E no caso extremo em que o numero n de subintervalos e infinito 
que a aproximagao por movimentos uniformes e o proprio movimento acelerado, e nesse caso 
s n e s. Mas quando n e infinito, o termo 1/n 2 entre parenteses em (jll.7|) e zero, e s n passa 
a ser 

s = v t + \at 2 , (II.8) 
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que e a derivagao alternativa de f)11.5f) . No calculo, a passagem de pi. 7(1 a pi. 8(1 e sintetizada 
ao ser dizer que o limite de s n quando n tende a infimto e s, e a notagao para isso e 

lim s n = s. 

n >oo 

A. Exemplos 

1)0 caso mais simples de movimento com aceleragao variavel e aquele em que a aceleragao 
varia linearmente com o tempo. Aproxime tal movimento por uma sequencia de movimentos 
com aceleragao constante em subintervalos de tempo de duragao -. Suponha que a aceleragao 
varie instantaneamente somente ao cabo de cada subintervalo de tempo por incrementos 
iguais a — , sendo que a constante b neste caso e a razao de variagao da aceleragao. 
Se o corpo tern velocidade inicial vq e aceleragao inicial ao, use a formula pi.8J) para calcular 
o deslocamento do corpo em cada subintervalo de tempo, some esses deslocamentos e tome 
o limite n —>■ oo para mostrar que o deslocamento neste movimento com aceleragao variavel 
e dado por 

s = v t + % 2 + -t 3 . 

2 o 

Dica: Muito provavelmente voce precisara da formula 

2 3 

l 2 + 2 2 + 3 2 + • • • + n 2 = - + — + — . 

6 2 3 



Joao e Carlos tern apenas uma bicicleta e devem fazer um percurso de 32 km. Joao partira de 
bicicleta e deixa-la-a num certo ponto combinado do caminho, continuando a viagem a pe. Carlos 
percorrera o primeiro trecho a pe, retomara a bicicleta deixada no ponto combinado e concluira 
o percurso na bicicleta; se os seus calculos estiverem certos, chegarao simultaneamente ao fim 
do percurso. Se ambos, de bicicleta, fazem 30 km por hora, Joao fazendo, a pe, 5 km por hora 
e Carlos 6 km por hora, pergunta-se: a que distancia do ponto de partida deve Joao deixar a 
bicicleta? (Mello e Souza, Diabruras da Matematica, Editora Getiilio Costa, 1943, p. 176.) 
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III. A PARABOLA E O MOVIMENTO PARABOLICO 

Um projetil e disparado de urn ponto O com velocidade inicial t>o em uma diregao que forma 
um angulo de langamento 9 com a horizontal como mostrado na FIGURA |2J 
Se a forga da gravidade nao existisse, o movimento do projetil seria ao longo da linha reta 
OA com velocidade constante vq. Assim, depois de t segundos, o projetil estaria em A, a 
uma distancia 

OA = v t 

do ponto O. 

A forga da gravidade, no entanto, agindo sobre o projetil em t segundos, imprime a ele uma 
aceleragao constante g, o que o traz a um ponto P situado a uma distancia 

AP = -gt 2 
T 

abaixo do ponto O. Os movimentos do projetil ao longo de OA e AP sao independentes, e a 
composigao deles dara a posigao P do projetil ao cabo de t segundos. Se as coordenadas do 
ponto P em relagao ao sistema de eixos retangulares definido no piano do movimento como 
indicado na FIGURA E] sao (x,y), entao 

x = OA-cos6 = v tcos6 (111.9) 

e 

y = OA sin 9 - AP = v t sin 9 - l -gt 2 . (111.10) 

Ao se eliminar t entre as equagoes (|III.9J) e (|III.10|) . obtem-se uma equagao para a coordenada 
y como fungao da coordenada x, a qual representa a equagao da trajetoria do projetil 
disparado do ponto O com velocidade inicial de langamento vq e angulo de langamento 9. 
Tem-se 

/x\.gl/x\ 2 i q (in n") 

\v cos9j 2 \v cos9j 2t>QCos 2 # 

Essa equagao quadratica em x representa uma parabola, no piano do movimento do projetil, 
com concavidade para baixo devido ao sinal negativo do coeficiente de x 2 . 
Seja agora um projetil disparado de O com velocidade inicial de langamento v . Qual deve 
ser o angulo de langamento 9 para que o projetil passe por certo ponto dado Q de coordenada 
(X, Y)l A FIGURA El mostra duas parabolas que passam por dois pontos distintos no piano. 
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o 



Figura 2: Derivagao da trajetoria parabolica de urn projetil pela composigao 
de dois movimentos, um ao longo da reta OA com velocidade constante vq, 
outro de queda livre sob a acao da gravidade. A posicao final do projetil e o 
ponto P na parabola. 



Como o ponto Q esta em uma parabola, suas coordenadas devem satisfazer a equagao 



(IIII.11J) . Disso vem que 

Y = Xt ^-2&0' ( IIU2) 
e esta e agora uma equagao para o angulo 6 de langamento do projetil. A identidade 

trigonometrica 

cos 2 ^ ' 



1 +tan 2 ^' 

quando substituida em (jIII.12j) . fornece a seguinte equagao do segundo grau para a tangente 
do angulo de langamento: 

gX 2 tan 2 6-2Xvltaxi6+{2vlY + gX 2 ) =0. (III. 13) 

Como uma equagao do segundo grau para tan#, a equagao (|III.13|) tera duas raizes reais, 
uma raiz real, ou nenhuma raiz real quando o discriminante 

A = AX 2 v^ - AgX 2 hvlY + gX 2 ) (III. 14) 



for, respectivamente, positivo, zero ou negativo. As condigoes no discriminante levam a 
seguinte interpretagao fisica do problema (l(. 

1. Quando A < 0, a equagao (jIII.13|) nao tern raizes reais. Portanto, nenhuma parabola 
passara pelo ponto dado, nao importa qual seja o angulo de langamento do projetil. 
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Figura 3: A parabola de seguranga ABC tem um e somente um ponto em 
comum com as parabolas descritas por projeteis disparados de O, com a mesma 
velocidade inicial vq e diferentes angulos de langamentos, para as quais A = 0. 



2. Quando A > 0, a equagao ()111.13|) tem duas raizes reais. Portanto, duas parabolas 
vao passar por Q, correspondendo a dois angulos distintos de langamento do projetil. 

3. Quando A = 0, a equagao (jIII.13j) tem somente uma solugao real. Nesse caso, somente 
uma parabola passara por Q. As coordenadas do ponto Q sao entao determinadas por 
A = 0, e disso resulta que elas sao tais que 

Ao se variarem as cordenadas X e Y , a equagao (|III.15J) definira uma curva - ela propria 
uma parabola ! - de pontos que podem ser atingidos pelos projeteis disparados de 
O com velocidade inicial vq e diferentes angulos de langamento. Essa curva tera um 
e somente um ponto em comum com cada uma das trajetorias parabolicas descritas 
pelos projeteis para as quais A = 0. O conjunto de todos esses pontos comuns que 
satisfazem a equagao fjlll. 1 5|) e a parabola ABC mostrada na FIGURA para a qual 

v 2 

OA = OC = 20B = A 

9 

A parabola ABC da-se o nome de parabola de seguranqa, e a razao para isso e que se Q 
for exterior a parabola de seguranga, nenhum projetil disparado de O com velocidade inicial 
vo podera atingi-lo, enquanto que se Q estiver na parabola de seguranga ou for interior a 
ela, havera projeteis que certamente o atingirao. 
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A. Exemplos 

1) Mostre que a equagao da parabola (jlll.ll)) pode ser escrita na form 

y = —Cx(x — R) 

para certas constantes C e R. Determine essas constantes e diga qual e o significado fisico 
de R. 

2) Mostre que a equagao da parabola (jIII.ll|) pode ser escrita na form 

(x - A) 2 = k(y-B) 

para certas constantes A, B e k. Determine essas constantes e diga qual e o significado fisico 
de A e B. 

3) Mostre que se o alcance de um projetil e R e sua altura maxima e H, entao a velocidade 
de langamento do projetil e dada por 

4) Uma fonte langa jatos de agua horizontalmente em todas as direg5es de uma altura h 
e com a mesma velocidade inicial v. Qual e a forma da superficie liquida? Mostre que a 
equagao de uma segao da superficie liquida cortada por uma piano horizontal Oxy e dada 
por 

9 9 2hv 2 

x 2 + y 2 = , 

9 

sendo g a aceleragao da gravidade. 

5) Mostre que o alcance R de um projetil esta relacionado com o tempo T de voo do projetil 
pela equagao 

gT 2 = 2Rtaxi6. 

6) Um projetil e disparado com velocidade inicial v contra uma parede vertical situada a 
uma distancia d do ponto de langamento do projetil. Mostre que a altura maxima na qual 
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o projetil se choca contra a parede e dada por 




2gv 2 

7) Mostre que o produto dos tempos de voo que um projetil gasta para atingir dois pontos 
P e Q em sua trajetoria parabolica e dado por 



sendo PQ a distancia entre os pontos P e Q. 

8) Mostre que, para a parabola de seguranga mostrada na FIGURA El a distancia OB e 
igual a altura maxima alcangada por um projetil disparado verticalmente para cima com 
velocidade inicial vq. 

9) Mostre que um projetil disparado com velocidade inicial vo podera atingir um ponto de 
coordenadas (X, Y) no piano de sua trajetoria contanto que 



sendo g a aceleragao da gravidade. 

10) Um projetil e disparado com velocidade inicial v$ formando um angulo 9 com a hori- 
zontal. No ponto de altura maxima de sua trajetoria, a velocidade do projetil e puramente 
horizontal e de magnitude t>ocos#. Imagine por um instante que o projetil, no ponto de 
altura maxima, esta se movendo em um cfrculo de raio p. Use a formula da aceleragao cen- 
tripeta a c = v 2 / p, para obter o raio de curvatura da parabola no ponto de altura maxima. 
Observe que a aceleragao centripeta, neste caso, e a propria aceleragao da gravidade. Discuta 
seu result ado. 

11) Um canhao montado em um elevagao a uma altura h do solo horizontal dispara um 
projetil com velocidade vq com um angulo 6 com a horizontal. Mostre que para que o 
alcance do projetil no solo seja maximo o angulo de langamento deve ser tal que 



2PQ 



9 



Y + VX 2 + Y 2 < ^, 
9 



tan 6 
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y 



Figura 4: Figura referente ao problema numero 12. 



12) Determine o maior valor do angulo de langamento de um projetil para que a distancia 
do projetil ao ponto de langamento seja sempre crescente. 

13) Em langamentos oblfquos de 45° contra um anteparo vertical colocado a distancia D do 
ponto de langamento, como mostrado na Figura mostre que a distancia vertical y em 
que o projetil atinge o anteparo em fungao do parametro d (d < D) e dada por 



Referencias 



[1] Percy F. Smith, William Raymond Longley, Elementos de Mecanica Racional, Editora 
Cientffica, Rio de Janeiro, 1960. 



Trecho de um romance: "Quando ela, ao sair da missa, olhou para o relogio, em vez de dizer sao 
dez e pouco (como faria, no caso, sua irma mais velha) exclamou risonha, tocando-me de leve no 
braco: 

- Ve, querido! Os ponteiros do relogio da Igreja ja formam um angulo reto! 
Respondi-lhe com transbordante meiguice: 

- Es sempre original, meu bem! Eu ja sabia que eram precisamente ... " 

Complete a frase final do trecho acima. (Mello e Souza, Diabruras da Matematica, Editora Getulio 
Costa, 1943, p.187.) 
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IV. QUAL E O PLANO DO MOVIMENTO CIRCULAR? 

A FIGURA El illustra urn problema tfpico do movimento circular. Uma esfera de massa m 
e langada com velocidade horizontal v sobre a superficie interna de urn cone de angulo de 
abertura | — 9. Pergunta-se qual deve ser o valor da velocidade v que se deve imprimir 
a esfera para que ela descreva um movimento circular no piano horizontal do seu vetor 
velocidade, a uma distancia s do vertice O do cone. 

Vamos aqui discutir as hipoteses que sao rotinamente feitas para responder a essa questao, 
e contrasta-la com uma analise diferente de uma variante desse problema. 
Duas forgas atuam sobre a esfera. A forga peso, mg, atuante na diregao vertical para baixo, 
e a forga N de reagao da superffcie do cone, atuante na diregao normal a superfncie quando 
se despreza o atrito. Havera um valor propicio da velocidade inicial v para o qual a esfera 
efetuara um movimento circular de raio r = s cos 9 com certa velocidade angular uj em torno 
de um eixo vertical que passa por O. Isso ocorrera quando a resultante das duas forgas que 
atuam sobre a esfera produzirem uma resultante centrfpeta situada no piano do movimento 
circular. 

As equagSes do movimento da esfera sao obtidas decompondo-se a forga peso e a forga de 
reagao nas direg5es vertical e horizontal. Disso vem 

Ncos9 = mg (IV.16) 

para as componentes verticals das forgas que atuam na esfera. As componentes horizontals 
das forgas que atuam na esfera produzem a aceleragao centrfpeta do movimento. Neste caso 
se tern que 

v 2 

Nsm9 = m — = muj 2 s cos 9. (IV. 17) 

r 

Portanto, ao se eliminar iV das equagSes (jIV16|) e (jIV17|) . obtem-se a seguinte expressao 
para a velocidade angular da esfera 

- 2 =^, (IV.18) 
s cos^ 9 

e, da relagao v = ur, obtem-se a velocidade que se deve imprimir a esfera para que o movi- 
mento circular desejado seja possivel. 

No problema que acabamos de discutir, a questao do piano do movimento circular e imposta 
na formulagao do problema, e isso nos leva a decomposigao das forgas nas diregoes vertical e 
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o: 

Figura 5: A figura illustra um problema tfpico de movimento circular. A esfera 
descreve um movimento circular de raio s cos 9 a uma distancia s do vertice do cone. 
A resultante da forga peso e da reagao normal situa-se no piano horizontal. 

horizontal praticamente sem nenhuma hesitagao. A questao do piano do movimento circular 
parece admitir mais de uma interpretagao no problema ilustrado na FIGURA E] (a). Aqui 
uma esfera de massa m move-se em um trilho circular de raio s e centro O sobre um piano 
inclinado de um angulo 9 com a horizontal. Pode-se perguntar qual deve ser a velocidade da 
esfera na parte mais alta do trilho para que ela possa descrever a circunferencia nessa parte 
mais alta do piano inclinado. 

E claro que a esfera vai descrever uma ci'rculo no piano inclinado, ja que o trilho esta nesse 
piano. Por isso, parece ser mais natural decompor as forgas que atuam sobre a esfera como 
mostrado na FIGURA |B] (b) no momento em que a esfera esta na parte mais alta do piano 
inclinado. Essa decomposigao e condizente com a decomposigao usual das forgas em um 
movimento circular genumo, de raio s e centro O, no piano horizontal, como discutido no 
problema anterior, com a linica diferenga de que o piano movimento circular agora e incli- 
nado. 

Perceba tambem que neste caso o vetor velocidade angular da esfera sera certo vetor O 
perpendicular ao piano inclinado, e portanto perpendicular ao raio do movimento circular, 
exatamente como o era na FIGURA 

Nao sera possfvel, no entanto, - e talvez seja mesmo valido -, considerar que o piano do 
movimento circular e horizontal tambem na situagao descrita na FIGURA |UP Pode-se ir alem 
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e considerar o movimento circular da esfera em qualquer piano que passe pela posigao da 
esfera? 

Para responder a essas indagagoes, vamos primeiramente analisar a situagao descrita na 
figuraEI (b). Como antes, as duas forgas que atuam na esfera sao seu peso e a forga de 
reagao normal ao piano. Decompondo-se as forgas peso e de reagao nas diregSes perpendic- 
ular e paralela ao piano, obtem-se 

N = mg cos 9 (IV.19) 

para as componentes perpendiculares, e, para as componentes paralelas, obtem-se a resul- 
tante centripeta: 

v 2 

mgsm9 = m — = mf2 2 s, (IV. 20) 

sendo v a velocidade da esfera no ponto mais alto do piano inclinado, e s o raio do movimento 
circular. Novamente eliminando N entre as equag5es (|IV.19J) e (jIV.20|) vem 

fi 2 = 9 -^i. (IV.21) 

s 

A questao que se nos apresenta e se se pode considerar que a resultante das forgas que atuam 
na esfera na situagao descrita na FlGURAElesta na diregao horizontal, em vez de na diregao 
paralela ao piano inclinado. Isso e o mesmo que perguntar: ha alguma relagao entre as 
formulas (|IV.18|) e (|IV.21|) ? A resposta e que podemos consider que o movimento circular 
ocorra em qualquer piano que passe pela esfera, contanto que usemos a correta decomposigao 
dos vetores envolvidos no movimento. Assim, o vetor velocidade angular f2 do movimento 
circular na FlGURAElesta de fato relacionado com um vetor velocidade angular w na diregao 
vertical, como se o movimento circular da esfera ocorresse no piano horizontal. Isso vem da 
equagao 

Q = w cos 9, 

a qual e obtida por simples decomposigao vetorial como mostrado na figuraIHI Substituindo 
essa expressao em (|1V.21|) . obtemos 

2 g sin 9 

w = 2o- 

s cos z 9 

Essa equagao tern a mesma forma que a equagao (jIV.18j) , preservando ainda a mesma relagao 
entre o raio s do movimento circular e o vetor velocidade angular. 
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(a) (b) 

Figura 6: Movimento circular em um piano inclinado. Sendo um vetor, a velocidade 
angular do movimento se decompoe como qualquer grandeza vetorial. Disso resulta 
que ha escolhas para o piano do movimento circular. 



A. Exemplos 

1) Seja uj o vetor velocidade angular de um corpo em movimento circular. Sejam 0£ e Or] 

dois eixos quaisquer no piano do vetor velocidade angular, e suponha que o vetor uj forme 

angulos a e /3, respectivamente, com os eixos dados. Demonstre que as componentes de uj 

nas direg5es dos eixos 0£ e Orj sao dadas pelas formulas 

uj ■ sin P uj ■ sin a 

sin (a + p) sin (a + p) 

O que se obtem quando os angulos a e j3 sao tais que a + (3 — |? 



2) Seja um lfquido contido em um vaso cilindrico dotado de um movimento de rotagao 
com velocidade angular Q em torno de seu eixo vertical de simetria. A superficie livre do 
liquido se curva formando um menisco. A FIGURA [7|mostra uma particula P de massa m na 
superficie do liquido. A particula descreve um movimento circular de raio r com velocidade 
angular Q. Seja DA a tangente a superficie do liquido no ponto P. A tangente DA forma 
um angulo 9 com a horizontal, como mostrado na figura. Duas forgas atuam sobre P, a 
saber: o peso mg da particula que atua verticalmente para baixo, e a forga normal N que 
atua perpendicular a diregao de DA. A forga normal e a resultante das forgas que o restante 
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do liquido exerce sobre P. A soma das forgas peso e normal e uma resultante centripeta que 
atua horizontalmente na diregao do eixo de rotagao do vaso que contem o lfquido. 

(a) Mostre que no caso de equilfbrio, o angulo 9 e tal que l| 

tg9 = . 

9 

(b) Portanto, para uma dada velocidade angular Q, a tangente de 9 e diretamente pro- 
portional ao raio do movimento circular. Mostre que a parabola e a curva para a qual o 
angulo de inclinagao da tangente a curva e diretamente proportional a distancia do eixo 
da parabola. Use esse fato para concluir que a condigao no angulo 9 obtida acima implica 
que o perfil da superficie liquida mostrado na FIGURA e uma segao de um paraboloide de 
revolugao. 



3) Um ponto material de massa m e livre para se mover sobre uma circunferencia de raio 
R mantida em uma piano vertical. O ponto mantem-se imovel em relagao a circunferencia 
quando esta e dotada de movimento de rotagao com velocidade angular constante uj em 
torno de seu diametro vertical. 
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(a) Mostre que, nas condigdes do problema, a posigao de equilibrio do ponto sobre a cir- 
cunferencia, medida pelo angulo 6 que o raio da circunferencia forma com a vertical naquela 
posigao do ponto, e tal que 



cos# = 




(b) A posigao de equilibrio encontrada acima nao e unica. Quantas posigoes de equilibrio 
existem quando g < uj 2 R1 

4) Uma barra AB de comprimento I move-se em um piano de tal maneira que as velocidades 
de suas extremidades A e B formam com a barra angulos a e (3, respectivamente. Prove 
que a velocidade angular da barra e dada por 

wsin (a — pi) 

/cos/3 

sendo u a velocidade da extremidade A. 
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Uma estudante comegou a estudar para uma prova de Fisica entre as 3 e as 4 horas da madrugada 
quando os ponteiros de seu relogio coincidiam. A estudante interrompeu seus estudos, vencida pelo 
sono, quando os ponteiros de seu relogio novamente coincidiam entre as 5 e as 6 horas da manha. 
Quanto tempo estudou a estudante? 



